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Â ñòàòüå ðàññìîòðåí ðÿä âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ äîêàçàòåëüñòâîì ñõîäèìîñòè ìíîãî-
ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ìíîãîñåòî÷íîé òåõíîëîãèè
êàê âàðèàíòó ãåîìåòðè÷åñêèõ ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ ñ ïðîáëåìíî-íåçàâèñèìûìè îïåðà-
òîðàìè ïåðåõîäîâ. Ïîëó÷åíû âèä ìàòðèöû ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé è îöåíêà å¼ íîðìû.
Ïîêàçàíà íåçàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé îò øàãà ñåòêè è âûïîëíåíî
ñðàâíåíèå ñ êëàññè÷åñêèìè ìíîãîñåòî÷íûìè ìåòîäàìè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãåîìåòðè÷åñêèå ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû, óíèâåðñàëüíàÿ ìíîãîñå-
òî÷íàÿ òåõíîëîãèÿ, ñõîäèìîñòü.
Ââåäåíèå
Â îòëè÷èå îò ïðîñòåéøèõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ), ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû õàðàêòåðèçóþòñÿ äîñòà-
òî÷íî ñëîæíîé ñòðóêòóðîé ìàòðèöû èòåðàöèé, ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî èõ ñõîäè-
ìîñòè âåñüìà òðóäî¼ìêî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä ïðèìåí¼í äëÿ
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåêîòîðîé êðàåâîé çàäà÷è è ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèå äâóõ-
óðîâíåâûå àëãîðèòìû. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé
êðàåâîé çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ äâà óðîâíÿ ñåòîê: íóëåâîé (ìåëêàÿ ñåòêà) è ïåðâûé
(ãðóáàÿ ñåòêà (èëè ñåòêè) ñ áîëüøèì øàãîì, ÷åì ó ìåëêîé ñåòêè). àçíîñòíûé
àíàëîã èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è èìååò âèä
A0u0 = b0, (1)
äàëåå íèæíèå èíäåêñû 0, 1, . . . , l áóäóò îçíà÷àòü ïðèíàäëåæíîñòü ê íóëåâîìó, ïåð-
âîìó, . . . , l -ìó ñåòî÷íûì óðîâíÿì ñîîòâåòñòâåííî. Íîìåð óðîâíÿ ñ ñàìûìè ãðóáûìè
ñåòêàìè îáîçíà÷åí êàê L+ .
èñ. 1. Äâóõóðîâíåâûå ìíîãîñåòî÷íûå àëãîðèòìû
Ñãëàæèâàþùèå èòåðàöèè ìîãóò áûòü âûïîëíåíû ïåðåä êîððåêöèåé ïîïðàâêè
íà ãðóáîé ñåòêå (ïðåäâàðèòåëüíîå ñãëàæèâàíèå), ïîñëå êîððåêöèè (ïîñëåäóþùåå
ñãëàæèâàíèå) èëè, êàê ÷àùå âñåãî áûâàåò, è äî, è ïîñëå êîððåêöèè. Âî âñåõ òð¼õ
ñëó÷àÿõ ìàòðèöà ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé èìååò ðàçíûé âèä, ÷òî çàòðóäíÿåò àíà-
ëèç ñõîäèìîñòè ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ.
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àññìîòðèì äâà äâóõóðîâíåâûõ ìíîãîñåòî÷íûõ àëãîðèòìà (L+ = 1) , êîòîðûå
ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíû íà ðèñ. 1. Â ïåðâîì èç íèõ (ðèñ. 1, ñëåâà) ìíîãîñåòî÷íàÿ
èòåðàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñî ñãëàæèâàíèÿ íà ìåëêîé ñåòêå, à çíà÷èò, èñïîëüçóåò òîëüêî
ïðåäâàðèòåëüíîå ñãëàæèâàíèå ïðè îòñóòñòâèè ïîñëåäóþùåãî. Â êà÷åñòâå ñãëàæè-




















Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñãëàæèâàþùèå èòåðàöèè ñõîäÿòñÿ, òî åñòü íîðìà ìàòðèöû
ñãëàæèâàþùèõ èòåðàöèé S0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
‖S0‖ =
∥∥I −W−10 A0∥∥ 6 ω0 < 1, (3)
ãäå ω0 , êàê ïðàâèëî, çàâèñèò îò âåëè÷èíû øàãà ñåòêè. Åñëè òî÷íîå ðåøåíèå u0 =













0 åñòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.
Îáîçíà÷èì èòåðàöèè ïðåäâàðèòåëüíîãî ñãëàæèâàíèÿ êàê ν´ , ïîñëåäóþùåãî 






0 = b0 + r ,
ãäå r åñòü íåâÿçêà. Äîáàâèì ê ïðèáëèæåíèþ u
(ν´)
0 íåêîòîðóþ ïîïðàâêó c0 , ÷òîáû
óíè÷òîæèòü íåâÿçêó r , òî åñòü
A0 c0 = b0 −A0u (ν´)0 . (5)
Ïîëó÷åííóþ ÑËÀÓ èíîãäà íàçûâàþò çàïèñüþ èñõîäíîé ÑËÀÓ (1) â òåðìèíàõ ¾ïî-
ïðàâêà  íåâÿçêà¿.
åøåíèå ÑËÀÓ (5) ïîòðåáóåò òåõ æå âû÷èñëèòåëüíûõ óñèëèé, ÷òî è ðåøåíèå
èñõîäíîé ÑËÀÓ (1). Ïîýòîìó äëÿ óìåíüøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû âîñïîëüçó-






êîòîðàÿ ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ïðîåöèðîâàíèÿ (5) íà ãðóáóþ ñåòêó (ñåòêè) ïåðâîãî
óðîâíÿ. Îïåðàòîð ñóæåíèÿ R0→1 , ïðîåöèðóþùèé íåâÿçêó ñ ìåëêîé ñåòêè íà ãðó-
áûå ñåòêè ïåðâîãî óðîâíÿ, è ìàòðèöà êîýèöèåíòîâ A1 ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû
ðàçíûìè ñïîñîáàìè [1℄.









Ïîëó÷åííóþ ïîïðàâêó ñïðîåöèðóåì ñ ïåðâîãî óðîâíÿ íà íóëåâîé





ãäå P1→0  îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ (ïðîëîíãàöèè), ïðîåöèðóþùèé ïîïðàâêó ñ ãðó-
áûõ ñåòîê ïåðâîãî óðîâíÿ íà ìåëêóþ ñåòêó (íóëåâîé óðîâåíü).
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Ñîãëàñíî ðèñ. 1 (ñëåâà) íîâîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ u
(1)
0 åñòü ïðèáëèæåíèå
ïîñëå âûïîëíåíèÿ èòåðàöèé ν´ ïðåäâàðèòåëüíîãî ñãëàæèâàíèÿ u
(ν´)
0 ïëþñ ñïðîëîí-
ãèðîâàííàÿ ïîïðàâêà P1→0 c1 :
u
(1)














































I − d0A0S ν´0
)
A−10 b0, (7)







0 − P1→0A−11 R0→1. (8)
Ïóñòü â ñëó÷àå, êîãäà êîëè÷åñòâî ãðóáûõ ñåòîê áîëåå îäíîãî ( l > 1), Al åñòü
ìàòðèöà êîýèöèåíòîâ íà ñåòêå (ñåòêàõ) óðîâíÿ l , Sl  ìàòðèöà ñãëàæèâàþùèõ
èòåðàöèé, νl  êîëè÷åñòâî ñãëàæèâàþùèõ èòåðàöèé, Rl→l+1  îïåðàòîð ñóæåíèÿ,
ïðîåöèðóþùèé íåâÿçêó ñ áîëåå ìåëêîé ñåòêè (ñåòîê) óðîâíÿ l íà áîëåå ãðóáóþ
ñåòêó (ñåòêè) óðîâíÿ l + 1 , Pl+1→l  îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ (ïðîëîíãàöèè), ïðî-
åöèðóþùèé ïîïðàâêó ñ áîëåå ãðóáîé ñåòêè (ñåòîê) óðîâíÿ l + 1 íà áîëåå ìåëêóþ
ñåòêó (ñåòêè) óðîâíÿ l . Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê äîêàçàòåëüñòâó ñõîäèìîñòè ìíîãî-
ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ èñïîëüçóåò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.
1. Ñâîéñòâî ñãëàæèâàíèÿ: ñóùåñòâóåò óíêöèÿ η(νl) : R+ → R+ òàêàÿ, ÷òî
η(νl)→ 0 ïðè νl →∞ è
‖AlSνll ‖ 6 η(νl)‖Al‖. (9)
2. Ñâîéñòâî àïïðîêñèìàöèè: ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà CA > 0 òàêàÿ, ÷òî
‖A−1l − Pl+1→lA−1l+1Rl→l+1‖ 6 CA‖Al‖−1. (10)
Ñâîéñòâà ñãëàæèâàíèÿ è àïïðîêñèìàöèè íåîáõîäèìî äîêàçûâàòü äëÿ êàæäîãî
èòåðàöèîííîãî ìåòîäà (ßêîáè, Çåéäåëÿ è ò. ä.), à ñâîéñòâî àïïðîêñèìàöèè  äëÿ ìå-
òîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïðè÷¼ì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîé-
ñòâà àïïðîêñèìàöèè âàæíà ãåîìåòðèÿ îáëàñòè (ïîäðîáíåå ñì. [1℄).
Åñëè ñâîéñòâà ñãëàæèâàíèÿ è àïïðîêñèìàöèè âûïîëíÿþòñÿ, òî ìíîãîñåòî÷íûé
ìåòîä (7) ñõîäèòñÿ, ïðè÷¼ì íåçàâèñèìî îò âåëè÷èíû øàãà ñåòêè
‖M‖ = ‖d0A0S ν´0 ‖ 6 ‖d0‖ · ‖A0S ν´0 ‖ 6 CAη(ν´).
Íåñêîëüêî èíà÷å çàïèñûâàåòñÿ ìíîãîñåòî÷íîé ìåòîä, ñõåìàòè÷íî ïîêàçàííûé
íà ðèñ. 1 (ñïðàâà). Â ýòîì ñëó÷àå îòñóòñòâóåò ïðåäâàðèòåëüíîå ñãëàæèâàíèå è âû-
ïîëíÿþòñÿ òîëüêî èòåðàöèè ν` ïîñëåäóþùåãî ñãëàæèâàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîãî-
ñåòî÷íûå èòåðàöèè èìåþò âèä
u
(q+1)











M = S ν`0d0A0,
ãäå ìàòðèöà d0 îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (8). Î÷åâèäíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå íåëüçÿ
íåïîñðåäñòâåííî ïîêàçàòü íåçàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äàííîãî ìíîãîñå-
òî÷íîãî ìåòîäà (11) îò âåëè÷èíû øàãà ñåòêè ïðè ïîìîùè ñâîéñòâ ñãëàæèâàíèÿ è
àïïðîêñèìàöèè.
Â îáùåì ñëó÷àå ïðè íàëè÷èè ïðåäâàðèòåëüíîãî è ïîñëåäóþùåãî ñãëàæèâàíèé











I − S ν`0dA0S ν´0
)
A−10 b0. (12)
Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç ñõîäèìîñòè ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ, îñíîâàííûé íà
ñâîéñòâàõ ñãëàæèâàíèÿ (9) è àïïðîêñèìàöèè (10), ìîæåò íåïîñðåäñòâåííî ïðèìå-
íÿòüñÿ ëèøü â ñëó÷àå ν´ 6= 0 è ν` = 0 (òîëüêî ïðåäâàðèòåëüíîå ñãëàæèâàíèå).
Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, êàê ïðèìåíèòü ñâîéñòâà ñãëàæèâàíèÿ è àïïðîêñèìàöèè äëÿ
îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ.
1. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà (11) âîñïîëüçóåìñÿ
âñïîìîãàòåëüíîé ÑËÀÓ âèäà
A0v 0 = A
−1
0 b0, ãäå v 0 = A
−1
0 u0. (13)
ÑËÀÓ (13) ïîíàäîáèòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ÑËÀÓ (13) èñïîëüçîâàí èòå-





































0 = I −A0W−10 , (15)
ãäå S0  ìàòðèöà èòåðàöèé ìåòîäà (2).
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ìåòîäà (2) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ìåòîäà (14),












Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà
‖S¯ν0 ‖ = ‖A0Sν0A−10 ‖ 6 ‖A0‖ · ‖A−10 ‖ · ‖S0‖ν 6 ‖A0‖ · ‖A−10 ‖ων0 .
Ïîñêîëüêó ω < 1 , òî ‖S¯ν0‖ → 0 ïðè ν → ∞ . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íîðìà ìàòðèöû ñãëàæè-
âàþùèõ èòåðàöèé ìåòîäà (14) óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ
‖S¯0‖ =
∥∥I −A0W−10 ∥∥ 6 ω¯0 < 1. (16)
Â îáùåì ñëó÷àå èç òîãî, ÷òî S¯0 6= S0 ñëåäóåò u(ν¯)0 6= u (ν)0 è ω¯0 çàâèñèò îò âåëè÷èíû
øàãà ñåòêè.
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Â äàëüíåéøåì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé íîðìå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
‖I − 2AlW−1l ‖ 6 1, (17)
òîãäà ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî ñãëàæèâàíèÿ, ïðè÷¼ì


















Îáîçíà÷èì B = I − 2AlW−1l , òîãäà














‖WlA−1l ‖ · ‖(I −B)(I +B)νl‖ · ‖Al‖. (20)
Íîðìó ‖WlA−1l ‖ ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Sl = I −W−1l Al ⇒ I = Wl(I − Sl)A−1l = WlA−1l ·Al(I − Sl)A−1l .
Ïîñêîëüêó
Al(I − Sl)A−1l = I −AlSlA−1l = I − S¯l
(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (15)), òî
WlA
−1
l = (I − S¯l)−1.
Îòñþäà â ñèëó (16) ñëåäóåò íåîáõîäèìàÿ îöåíêà









ãäå Cw åñòü íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Äëÿ îöåíêè ‖(I −B)(I +B)νl‖ âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé.
Ëåììà 1 [2℄. Ïóñòü äëÿ ìàòðèöû B ∈ Rn×n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ‖B‖ 6 1
â íåêîòîðîé îïåðàòîðíîé íîðìå. Òîãäà â òîé æå íîðìå




, νl = 1, 2, 3, . . . (22)
Ñ ó÷¼òîì (21) è (22) îöåíêà (20) ïðèíèìàåò âèä (18).
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, νl 6= 0,
1, νl = 0.
. (23)
Òåïåðü ïîêàæåì, êàê ñâîéñòâà ñãëàæèâàíèÿ (18) è àïïðîêñèìàöèè (10) â ñî÷åòà-
íèè ñ îöåíêîé (23) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ àíàëèçà ìíîãîñåòî÷íûõ àëãîðèò-
ìîâ ïðè ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèÿõ ïðåäâàðèòåëüíûõ è ïîñëåäóþùèõ ñãëàæèâàíèé.













I −A0S ν`0d0A0S ν´0A−10
)
A−10 b0 .
Îòñþäà ñ ó÷¼òîì (10), (18) è (23) íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ îöåíêó íîðìû
ìàòðèöû ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé:






















, ν` > 1 è ν´ > 1.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ (êîãäà ïðîâîäÿòñÿ òîëüêî ïðåäâàðèòåëüíîå
ñãëàæèâàíèå ν` = 0 è ν´ > 1 , òîëüêî ïîñëåäóþùåå ñãëàæèâàíèå ν` > 1 è ν´ = 0 è
ïðåäâàðèòåëüíîå è ïîñëåäóþùåå ñãëàæèâàíèå ν` > 1 è ν´ > 1) ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè
äâóõóðîâíåâîãî ìåòîäà íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû øàãà ñåòêè.
Äàëåå âñïîìîãàòåëüíàÿ ÑËÀÓ (13) è îöåíêè (18) è (23) áóäóò èñïîëüçîâàíû
äëÿ àíàëèçà ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé óíèâåðñàëüíîé ìíîãîñåòî÷íîé òåõíîëîãèè
ïðè îòñóòñòâèè ïðåäâàðèòåëüíîãî ñãëàæèâàíèÿ.
2. Ìàòðèöà ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé
Êëàññè÷åñêèå ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû ñîñòîÿò èç ïðîáëåìíî-çàâèñèìûõ êîìïî-
íåíò, îïòèìàëüíàÿ àäàïòàöèÿ êîòîðûõ ê ðåøàåìîé çàäà÷å è îïðåäåëÿåò îïòèìàëü-
íóþ (íåóëó÷øàåìóþ) ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Àäàïòàöèÿ êîìïîíåíò ÿâëÿåòñÿ äîñòà-
òî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé, ïîýòîìó â [36℄ áûë ïðåäëîæåí âàðèàíò ãåîìåòðè÷åñêîãî
ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà ñ ïðîáëåìíî-íåçàâèñèìûìè îïåðàòîðàìè ïåðåõîäà (ñóæå-
íèÿ è ïðîäîëæåíèÿ). Óíèâåðñàëüíàÿ ìíîãîñåòî÷íàÿ òåõíîëîãèÿ (ÓÌÒ) ñîäåðæèò
ñãëàæèâàíèå íà îñîáîé èåðàðõèè ñåòîê (òàê íàçûâàåìîé ìíîãîñåòî÷íîé ñòðóêòóðå).
Êàæäûé ñåòî÷íûé óðîâåíü l ñîñòîèò èç 3dl ñåòîê (d = 2, 3; l = 0, 1, 2, . . . , L+) ,
ïðè ýòîì ñàìàÿ ìåëêàÿ ñåòêà îáðàçóåò íóëåâîé óðîâåíü ( l = 0), à ñàìûå ãðóáûå
ñåòêè  óðîâåíü L+ . Âñå ñåòêè îäíîãî óðîâíÿ íå èìåþò îáùèõ óçëîâ è ãðàíåé
êîíòðîëüíûõ îáú¼ìîâ, îäíàêî îáúåäèíåíèå âñåõ ñåòîê êàæäîãî óðîâíÿ äà¼ò ñàìóþ
ìåëêóþ ñåòêó. Ïîýòîìó îïåðàòîð ïðîëîíãàöèè â ÓÌÒ íå çàâèñèò îò ðåøàåìîé çà-
äà÷è. Êîíòðîëüíûé îáú¼ì íà ñåòêàõ óðîâíÿ l ñîñòîèò èç 3dl êîíòðîëüíûõ îáú¼ìîâ
íà ñàìîé ìåëêîé ñåòêå, ïîýòîìó ïðèìåíåíèå èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäà
äëÿ àïïðîêñèìàöèè êðàåâûõ çàäà÷ íà ìíîãîñåòî÷íûõ ñòðóêòóðàõ ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü ïðîáëåìíî-íåçàâèñèìûé îïåðàòîð ñóæåíèÿ. Îñíîâíîé ìíîãîñåòî÷íûé öèêë
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ÓÌÒ íå ñîäåðæèò ïðåäâàðèòåëüíîãî ñãëàæèâàíèÿ, òî åñòü ìíîãîñåòî÷íàÿ èòåðà-
öèÿ íà÷èíàåòñÿ íà óðîâíå L+ , ñîñòîÿùåì èç ñàìûõ ãðóáûõ ñåòîê, è çàâåðøàåòñÿ
íà íóëåâîì óðîâíå (ñàìàÿ ìåëêàÿ ñåòêà).
àíåå ñõîäèìîñòü ÓÌÒ óæå áûëà äîêàçàíà â [7℄, îäíàêî ïîëó÷åííûå îöåíêè
îêàçàëèñü äîñòàòî÷íî ãðóáû è íå ïîçâîëÿëè ñóäèòü î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.
Â ÓÌÒ íà êàæäîì ñåòî÷íîì óðîâíå ðåøàåìàÿ ÑËÀÓ èìååò âèä




, l = 0, 1, 2, . . . , L+. (24)
ãäå ìàòðèöà êîýèöèåíòîâ Al èìååò áëî÷íóþ ñòðóêòóðó, ïðè÷¼ì êîëè÷åñòâî áëî-
êîâ ðàâíî êîëè÷åñòâó ñåòîê, îáðàçóþùèõ äàííûé óðîâåíü (òî åñòü 3dl ); R0→l 
ïðîáëåìíî-íåçàâèñèìûé îïåðàòîð ñóæåíèÿ, ïðîåöèðóþùèé íåâÿçêó b0 −A0u (q)0 ñ
ñàìîé ìåëêîé ñåòè íà ñåòêè óðîâíÿ l , è u
(q)
0 åñòü ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ ïîñëå
q -é ìíîãîñåòî÷íîé èòåðàöèè.
Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïåðàòîðà ñóæåíèÿ:
R0→l = Rl−1→l . . .R1→2R0→1 è R0→0 = I.
Ïðîäîëæåíèå (ïðîëîíãàöèÿ) íåâÿçêè ñ óðîâíÿ l + 1 íà óðîâåíü l â ÓÌÒ çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå
c l = Pl+1→l c l+1,
ãäå Pl+1→l  ïðîáëåìíî-íåçàâèñèìûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ (ïðîëîíãàöèè), êî-
òîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà, îñóùåñòâëÿþùàÿ ïåðåñòàíîâêó êîìïîíåíò âåêòîðà
ïîïðàâêè.
Ïóñòü íà ñåòêàõ óðîâíÿ l âûïîëíåíî νl ñãëàæèâàþùèõ èòåðàöèé. Òîãäà âûðà-
æåíèå (4) ïðèíèìàåò âèä
c l − c (νl)l = Sνll
(
c l − c (0)l
)
, (25)
ãäå c l åñòü òî÷íîå ðåøåíèå (24):









l = Pl+1→l c (νl+1)l+1  íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå (òî åñòü ïîïðàâêà, ñïðîåöèðîâàííàÿ
ñ ïðåäûäóùåãî óðîâíÿ l+ 1 ñ áîëåå ãðóáûìè ñåòêàìè) è Sνll  ìàòðèöà ñãëàæèâà-
þùèõ èòåðàöèé. Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (25), äîáàâëÿÿ è âû÷èòàÿ
ñëàãàåìîå Pl+1→l c l+1 :
c l − c (0)l = c l − Pl+1→l c (νl+1)l+1 = c l + Pl+1→l
(
c l+1 − c (νl+1)l+1
)− Pl+1→l c l+1. (27)
Ñ ó÷¼òîì (26) ïîëó÷èì
cl − Pl+1→lcl+1 = A−1l R0→l
(
b0 −A0u(q)0
)− Pl+1→lA−1l+1R0→l+1(b0 −A0u(q)0 ) =
=
[









Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó R0→l+1 = Rl→l+1R0→l . Îáîçíà÷èì
dl = A
−1
l − Pl+1→lA−1l+1Rl→l+1. (28)
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Çàìåòèì, ÷òî ñ ó÷¼òîì (28) ñâîéñòâî àïïðîêñèìàöèè ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
‖dl‖ 6 CA‖Al‖−1 . Òîãäà





è âûðàæåíèå (27) ïðèíèìàåò âèä
c l − c(0)l = Pl+1→l
(







Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü (25) â ðåêóððåíòíîì âèäå
c l − c (νl)l = Sνll Pl+1→l
(







Äàëåå ðàññìîòðèì èçìåíåíèå ïîïðàâêè â õîäå ìíîãîñåòî÷íîé èòåðàöèè, íà÷è-
íàÿ ñ óðîâíÿ ñ ñàìûìè ãðóáûìè ñåòêàìè L+ è çàêàí÷èâàÿ ñàìîé ìåëêîé ñåòêîé
(íóëåâîé óðîâåíü):
















































































Ïðîäîëæàÿ âûïèñûâàòü ðàçíîñòü ìåæäó òî÷íûì è ïðèáëèæ¼ííûì çíà÷åíèÿìè ïî-
ïðàâîê íà ïîñëåäóþùèõ óðîâíÿõ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:













, l = 0, 1, 2, . . . , L+ − 2,
Sνll dlR0→l, l = L+ − 1.
(33)
Íà ñàìîé ìåëêîé ñåòêå ( l = 0) óðàâíåíèå (32) ñ ó÷¼òîì (26) è ðàâåíñòâà
R0→0 = I ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ñëåäóþùåé îðìå:
c
(ν0)
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0 , ïîëó÷èì íîâîå






















ãäå ìàòðèöà Q0 çàäàíà ñîãëàñíî (33). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöà ìíîãîñåòî÷-
íûõ èòåðàöèé ÓÌÒ èìååò âèä Q0A0 .
×òîáû èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà ñãëàæèâàíèÿ è àïïðîêñèìàöèè äëÿ äîêàçàòåëü-



























Äëÿ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà ìàòðèöó ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé M = A0Q0 óäîá-
íåå ïåðåïèñàòü â íåðåêóððåíòíîì âèäå









k Pk+1→kA−1k+1 · AlSνll dlR0→l, (34)
ãäå ìàòðèöà dl çàäàíà ñîãëàñíî (28).
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ÓÌÒ.
Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñâîéñòâà ñãëàæèâàíèÿ (18) è àï-
ïðîêñèìàöèè (10), è ‖R0→l‖ 6 CR . Òîãäà ÓÌÒ ñõîäèòñÿ, ïðè÷¼ì äëÿ íîðìû ìàò-



















Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (34) âûòåêàåò, ÷òî





‖AkSνkk Pk+1→kA−1k+1‖ · ‖AlSνll dl‖ · ‖R0→l‖. (36)
Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ñãëàæèâàíèÿ (18) è ñâîéñòâî àïïðîêñèìàöèè (10), çàïèñàííîå
ñ ó÷¼òîì (28) â âèäå ‖dl‖ 6 CA‖Al‖−1 , ïîëó÷èì




, l = 0, 1, 2, . . . , L+ − 1. (37)
Äàëåå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (23), íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó





Òîãäà îöåíêà (36) ñ ó÷¼òîì (37) è (38) ïðèíèìàåò âèä (35).
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Íàïîìíèì, ÷òî âñå îöåíêè ïîëó÷åíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà óðîâíå, ñîñòîÿ-
ùåì èç ñàìûõ ãðóáûõ ñåòîê l = L+ , ñåòî÷íûå óðàâíåíèÿ ðåøåíû òî÷íî. Âûïîëíÿÿ
äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ñãëàæèâàþùèõ èòåðàöèé íà êàæäîì óðîâíå, ìîæíî äî-
áèòüñÿ ñõîäèìîñòè ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé (‖M‖ → 0 ïðè νl → ∞), ïðè÷¼ì
êîëè÷åñòâî ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû øàãà ñàìîé ìåëêîé
ñåòêè.
Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà ñãëà-
æèâàþùèõ èòåðàöèé íà êàæäîì óðîâíå: νl = ν, l = 0, 1, 2, . . . , L


































































îòêóäà íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÓÌÒ íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû
øàãà ñåòêè.
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî èç îöåíêè (35) ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå ãðóáóþ îöåíêó




Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè âûïîëíåíî ñðàâíåíèå ÓÌÒ è V-öèêëà íà ïðèìåðå ðå-
øåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äâóõìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ∆u = −f
ñ òî÷íûì ðåøåíèåì Q(x)Q(y) , ãäå Q(ξ) = 10
(
eξ + (1 − e)ξ − 1), ξ = (x, y) . Äëÿ
ðàçíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà èñïîëüçîâàíà ñòàíäàðòíàÿ ïÿòèòî-
÷å÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ. åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçàíû íà
ðèñ. 2, ãäå R(q) = ‖Au (q) − b‖∞  íîðìà âåêòîðà íåâÿçêè íà ñàìîé ìåëêîé ñåòêå è
E(q) = max
ij
|u(q)ij −Q(xi)Q(yj)|  ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.
åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçûâàþò, ÷òî ÓÌÒ îáëàäàåò
ãëàâíûì ñâîéñòâîì ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ, à èìåííî íåçàâèñèìîñòüþ êîëè÷å-
ñòâà ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé îò âåëè÷èíû øàãà ñàìîé ìåëêîé ñåòêè. Èç ðèñ. 2
âèäíî, ÷òî íåò çàìåòíîé ðàçíèöû ìåæäó ñõîäèìîñòüþ èòåðàöèé V-öèêëà è ÓÌÒ.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè V-öèêëà âûïîëíåíî òðè ñãëàæèâàþùèå èòåðàöèè ïðè ïðåä-
âàðèòåëüíîì è ïîñëåäóþùåì ñãëàæèâàíèè, à ïðè èñïîëüçîâàíèè ÓÌÒ  øåñòü
ñãëàæèâàþùèõ èòåðàöèé.
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èñ. 2. Ñõîäèìîñòü V-öèêëà è ÓÌÒ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà
Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ñõîäñòâî â õàðàêòåðå ñõîäèìîñòè ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé
V-öèêëà è ÓÌÒ, åñòü ðàçíèöà â îáú¼ìå âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû. Ïóñòü âû÷èñëè-
òåëüíàÿ ñåòêà ñîñòîèò èç (2k + 1)d óçëîâ, ãäå d = 2, 3 . Òîãäà, íå ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå âû÷èñëåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåàëèçàöèè îïåðàòîðîâ ïåðåõîäîâ, ïîëó-














ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ðåøåíèè ëèíåé-
íûõ äâóõìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ (d = 2) íà ñåòêå 10252 (k = 10) è òð¼õìåðíûõ
çàäà÷ (d = 3) íà ñåòêå 1293 (k = 7) ìîæíî îæèäàòü, ÷òî âðåìÿ ñ÷¼òà óâåëè÷èò-
ñÿ â 3.6 è 3.1 ðàçà ñîîòâåòñòâåííî. Óâåëè÷åíèå âû÷èñëèòåëüíûõ óñèëèé â ÓÌÒ
ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè ìíîãîñåòî÷íûìè ìåòîäàìè âûçâàíî ïðèìåíåíèåì
ïðîáëåìíî-íåçàâèñèìûõ îïåðàòîðîâ ïåðåõîäîâ. Ïîäñ÷¼ò îáúåìà âû÷èñëèòåëüíîé
ðàáîòû ïîêàçûâàåò, ÷òî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñòîèìîñòü ìíîãîñåòî÷íîé èòåðàöèè ÓÌÒ
ñîñòàâèò αN lgN àðèìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ãäå N  ÷èñëî íåèçâåñòíûõ, à α 
íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Çàêëþ÷åíèå
Âûïîëíåííûé àíàëèç ñõîäèìîñòè óíèâåðñàëüíîé ìíîãîñåòî÷íîé òåõíîëîãèè ïî-
êàçàë, ÷òî êîëè÷åñòâî ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû øàãà ñàìîé
ìåëêîé ñåòêè. Îäíàêî îáú¼ì âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû, íåîáõîäèìîé äëÿ âûïîëíå-
íèÿ êàæäîé ìíîãîñåòî÷íîé èòåðàöèè, âûøå àíàëîãè÷íîãî îáú¼ìà â êëàññè÷åñêèõ
ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäàõ èç-çà íàëè÷èÿ ïðîáëåìíî-íåçàâèñèìûõ îïåðàòîðîâ ïåðåõî-
äîâ.
Àíàëèç ñõîäèìîñòè ÓÌÒ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, ïîñêîëüêó íå äîêàçàíî ñâîéñòâî
àïïðîêñèìàöèè èç-çà áîëåå ñëîæíîé, ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè ìíîãîñåòî÷-
íûìè ìåòîäàìè, ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ãðóáûõ ñåòêàõ.
Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü ïðîåññîðó Ì.Ï. àëàíèíó (Èíñòèòóò ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÀÍ) çà ïîääåðæêó èññëåäîâàíèé è êðè-
òè÷åñêîå îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÔÈ (ïðîåêò  12-01-00109).
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Summary
S.I. Martynenko. On the Proving of Convergene of Multigrid Methods.
The paper deals with some problems onerning the proving of onvergene of multigrid
methods. Speial attention is paid to the robust multigrid tehnique as a variant of geometri
multigrid methods with problem-independent transfer operators. The matrix of multigrid
iterations is obtained; its norm is estimated. A mesh-independent onvergene rate is proved,
and a omparison with the lassial multigrid methods is performed.
Key words: geometri multigrid method, robust multigrid tehnique, onvergene.
Ëèòåðàòóðà
1. Îëüøàíñêèé Ì.À. Ëåêöèè è óïðàæíåíèÿ ïî ìíîãîñåòî÷íûì ìåòîäàì.  Ì.: ÔÈÇ-
ÌÀÒËÈÒ, 2005.  168 ñ.
2. Hakbush W. Multi-Grid Methods and Appliations.  Berlin; Heidelberg: Springer-
Verlag, 1985.  377 p.
3. Ìàðòûíåíêî Ñ.È. Óíèâåðñàëüíàÿ ìíîãîñåòî÷íàÿ òåõíîëîãèÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèÿ êðàåâûõ çàäà÷ íà ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ // Âû÷èñë. ìåòîäû è ïðîãðàììè-
ðîâàíèå.  2000.  Ò. 1,  1.  Ñ. 83102.
4. Ìàðòûíåíêî Ñ.È. Ôîðìàëèçàöèÿ âû÷èñëåíèé ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè êðàåâûõ çà-
äà÷ // Ó÷åí. çàï. Êàçàí. óí-òà. Ñåð. Ôèç.-ìàòåì. íàóêè.  2008.  Ò. 150, êí. 1. 
Ñ. 7690.
5. Ìàðòûíåíêî Ñ.È. Óíèâåðñàëüíàÿ ìíîãîñåòî÷íàÿ òåõíîëîãèÿ // Ìàòåì. ìîäåëèðîâà-
íèå.  2009.  Ò. 21, 9.  Ñ. 6679.
6. Martynenko S.I. Robust Multigrid Tehnique for Blak Box Software // Comp. Meth.
Appl. Math.  2006.  V. 6, No 4.  P. 413435.
7. Ìàðòûíåíêî Ñ.È. Ê âîïðîñó î ñõîäèìîñòè óíèâåðñàëüíîé ìíîãîñåòî÷íîé òåõíîëî-
ãèè // Ìàòåì. ìîäåëèðîâàíèå.  2010.  Ò. 22,  10.  Ñ. 1834.
Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ
01.10.12
Ìàðòûíåíêî Ñåðãåé Èâàíîâè÷  êàíäèäàò èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, íàó÷íûé
ñîòðóäíèê îòäåëà ¾Ñïåöäâèãàòåëè è õèììîòîëîãèÿ¿ Öåíòðàëüíîãî èíñòèòóòà àâèàöèîí-
íîãî ìîòîðîñòðîåíèÿ èì. Ï.È. Áàðàíîâà, ã. Ìîñêâà.
E-mail: Martynenkoiam.ru
